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ESPACES DE REPRE´SENTATIONS COMPLE`TEMENT RE´DUCTIBLES
ANNE PARREAU
Abstract. We study some geometric properties of actions on nonpositively
curved spaces related to complete reducibility and semisimplicity, focusing on
representations of a finitely generated group Γ in the group G of rational
points of a reductive group over a local field, acting on the associated space
(symmetric space or affine building). We prove that the space of completely
reducible classes is the maximal Hausdorff quotient space for the conjugacy
action of G on Hom(Γ, G).
Introduction
Soit Γ un groupe infini, engendre´ par une partie finie S. Soit X un espace
me´trique CAT(0) propre, muni d’une action par isome´tries, propre et cocompacte,
d’un groupe localement compact G. Nous nous inte´ressons ici aux proprie´te´s topo-
logiques de l’action par conjugaison (au but) de G sur l’espace R = Hom(Γ, G)
des repre´sentations de Γ dans G, en lien avec les proprie´te´s ge´ome´triques des
repre´sentations ρ de R en tant qu’actions de Γ sur X . Notons que R s’identifie
naturellement a` un ferme´ de l’espace GS des S-uplets de G muni de l’action de G
par conjugaison simultane´e, via l’application ρ 7→ (ρ(s))s∈S .
L’espace topologique quotient R/G est en ge´ne´ral loin d’eˆtre se´pare´, ne serait-ce
que parce que certaines classes ne sont pas ferme´es dans R, comme par exemple,
lorsque G est le groupe line´aire sur un corps local K, celle d’une matrice triangulaire
supe´rieure non diagonale (qui adhe`re a` sa partie diagonale). On peut meˆme avoir
que toutes les classes de conjugaison soient ferme´es sans pour autant que le quotient
soit se´pare´, comme par exemple dans le cas ou` (Γ = Z et) X est le plan euclidien
et G = Isom (X) (en effet une suite de rotations d’angles tendant vers ze´ro adhe`re
modulo conjugaison a` toutes les translations).
Le cas qui nous inte´resse au premier chef est celui ou` G = G(K), avec G un
groupe alge´brique re´ductif connexe de´fini sur un corps local K, agissant sur X
son espace associe´ (espace syme´trique dans le cas archime´dien, ou immeuble de
Bruhat-Tits dans le cas non archime´dien).
Dans ce cadre alge´brique, pour K = R, la the´orie des actions des groupes
alge´briques re´ductifs re´els permet de construire un bon quotient R//G a` partir
des orbites ferme´es ([Luna], [RiSl]). Richardson a de´montre´ que dans ce cas les
orbites ferme´es sont celles des repre´sentations semisimples ([Ric]). La notion de
repre´sentation semisimple peut se caracte´riser ge´ome´triquement par la notion sui-
vante introduite par J. P. Serre ([Serre]), qui a un sens pour une action ρ sur un
espace me´trique CAT(0) quelconque : ρ est comple`tement re´ductible (cr) si, lorsque
ρ fixe un point α dans le bord a` l’infini ∂∞X de X , alors il existe un point β dans
∂∞X , oppose´ (i.e. joint par une ge´ode´sique dans X) a` α , e´galement fixe´ par ρ.
Dans cet article, dans un premier temps nous e´tudions diverses proprie´te´s ge´ome´-
triques des actions sur un espace me´trique CAT(0) relie´es a` la comple`te re´ductibilite´.
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Une action ρ ∈ R est dite non-parabolique si elle n’a pas de point fixe non trivial a`
l’infini de X . Nous montrons (en section 2) que, dans un cadre CAT(0) tre`s ge´ne´ral,
l’action de G/Z(G) sur le sous-espace des repre´sentations Rnp non-paraboliques est
propre (ou` Z(G) est le centre de G).
A` une repre´sentation ρ nous associons une fonction convexe dρ : X −→ R+,
de´finie par dρ(x) =
√∑
s∈S d(x, ρ(s)x)
2. Nous de´montrons (section 3, prop. 18)
que, dans le cas des espaces syme´triques, il y a e´quivalence entre les proprie´te´s
naturelles suivantes pour une repre´sentation ρ ∈ R.
(i) ρ est comple`tement re´ductible.
(ii) ρ est non-parabolique dans un sous-espace convexe ferme´ stable de X .
(iii) La fonction dρ : X −→ R+ atteint sa borne infe´rieure.
La proprie´te´ (ii) a de´ja` e´te´ conside´re´e (voir par exemple [Lab]), en lien avec des
questions d’existence d’applications harmoniques. On peut aussi noter que la condi-
tion (iii) est e´quivalente a` l’existence d’une application harmonique e´quivariante du
graphe de Cayley de Γ vers X .
L’implication (ii)⇒ (iii) est valable dans un espace CAT(0) propre quelconque
X . L’implication (i)⇒ (ii) est valable plus ge´ne´ralement pour G re´ductif sur un
corps local agissant X son espace syme´trique ou immeuble associe´ mais dans le cas
non archime´dien on n’a plus (ii)⇒(i) (donc plus (iii)⇒(i)) (voir 3.1.5).
Dans un second temps, dans le cas alge´brique ge´ne´ral (G groupe re´ductif sur un
corps local K quelconque), nous donnons (section 4) une de´monstration du re´sultat
suivant.
The´ore`me. (1) Toute orbite de G dans R contient dans son adhe´rence une
unique orbite comple`tement re´ductible.
(2) L’espace topologique quotient Xcr = Rcr/G de l’espace Rcr des repre´senta-
tions cr est le plus gros quotient se´pare´ de R sous G.
Dans le cas ou` K = R, ce re´sultat de´coule de [Luna], [Ric], et [RiSl]. Pour K
de caracte´ristique 0, on peut de´duire les re´sultats ci-dessus de [Bre], en utilisant
que les orbites comple`tement re´ductibles sont les orbites ferme´es (ce qui de´coule de
[Ric] et [Bre]).
La de´monstration que nous donnons ici est nouvelle, inde´pendante et plus di-
recte. Elle traite de manie`re unifie´e tous les corps locaux sans distinction de ca-
racte´ristique, dont le cas nouveau de la caracte´ristique non nulle. Les me´thodes
utilise´es proviennent uniquement de la ge´ome´trie en courbure ne´gative ou nulle et
des proprie´te´s de base des groupes alge´briques re´ductifs sur les corps locaux.
On utilise ce re´sultat dans [Par3], ou` l’on construit une compactification naturelle
de Xcr.
Remerciements. Je remercie Fre´de´ric Paulin pour son soutien et ses commen-
taires, ainsi que Michel Brion et Philippe Eyssidieux pour des discussions instruc-
tives sur la the´orie ge´ome´trique des invariants et sur l’application moment.
1. Notations et rappels
Dans tout cet article, on se fixe un groupe Γ infini, de type fini, discret, une
partie ge´ne´ratrice finie S de Γ, et G un groupe topologique me´trisable, localement
compact, de´nombrable a` l’infini (union de´nombrable de compacts), donc a` base
de´nombrable (d’ouverts). Pour g, h ∈ G on note ig(h) = ghg−1 la conjugaison par
g. On note Z(G) le centre de G. On rappelle qu’une action continue de G sur
un espace topologique E localement compact est propre si l’application G×E −→
E×E, (g, x) 7→ (x, gx) est propre, ou, de manie`re e´quivalente, si pour tous compacts
K,L de E, l’ensemble {g ∈ G, gK ∩ L 6= ∅} est compact.
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On note R(Γ, G) ou R l’espace Hom(Γ, G) des repre´sentations ρ de Γ dans G,
muni de la topologie de la convergence simple. On s’inte´resse a` l’action de G par
conjugaison (au but) sur R (note´e g · ρ = ig ◦ ρ). On note X (Γ, G) ou X l’espace
topologique quotient. L’espace R s’identifie a` un ferme´ de GS , par l’application ρ 7→
(ρ(s))s∈S , qui est un home´omorphisme G-e´quivariant sur son image. En particulier,
R est me´trisable, a` base de´nombrable, localement compact, de´nombrable a` l’infini,
car G l’est. Si A est une partie G-stable de R, l’ensemble quotient A/G sera muni
de la topologie quotient, dont on rappelle qu’elle co¨ıncide avec la topologie induite
par l’inclusion dans X = R/G [Bou3, Ch. III, § 2, prop. 10].
1.1. Espaces me´triques CAT(0). Dans tout cet article, l’espace X est un espace
me´trique CAT(0) (on renvoie par exemple a` [BrHa] pour la de´finition et les pro-
prie´te´s de ces espaces) propre (c’est-a`-dire dont les boules ferme´es sont compactes ;
en particulier X est complet et localement compact), muni d’une action de G par
isome´tries, continue et propre. Une action de Γ surX de´signe dore´navant une action
par isome´tries dans G, c’est-a`-dire un e´le´ment de R = Hom(Γ, G). On rappelle que
la proprie´te´ fondamentale des espaces me´triques CAT(0) est que la distance d est
convexe (en restriction aux ge´ode´siques).
1.1.1. Bord a` l’infini, sous-groupes paraboliques, faisceaux. On note ∂∞X le bord
a` l’infini de X , dont on rappelle qu’il est forme´ des classes de rayons ge´ode´siques
asymptotes (i.e. a` distance borne´e). Le stabilisateur dans G d’un point α de ∂∞X
sera note´ Pα et appele´ sous-groupe parabolique de G. Deux points α et β de ∂∞X
sont dits oppose´s s’il existe une ge´ode´sique dans X les joignant. On note Gαβ =
Pα∩Pβ le sous-groupe des e´le´ments fixant simultane´ment α et β, et Xαβ la re´union
des ge´ode´siques de β a` α, qui est un sous-espace convexe ferme´ deX (qu’on appelera
faisceau). On notera Fix∞(ρ) l’ensemble des points fixes d’une action ρ ∈ R dans
le bord a` l’infini de X .
1.1.2. Facteur translate´. Sauf indication contraire, le produit X = X1 × X2 de
deux espaces me´triques X1 et X2 sera toujours muni de la distance produit dX =√
d2X1 + d
2
X2
. On dira que X1 est un facteur de X si X est isome´trique a` un produit
X1 ×X2. Le bord a` l’infini ∂∞X de X est alors le joint sphe´rique [BrHa, 5.13] de
∂∞X1 et de ∂∞X2 (pour la distance de Tits). Le facteur translate´ (maximal) du
G-espace X est le facteur (dans une de´composition en produit pre´serve´e par G)
euclidien maximal X0 sur lequel le groupe G agit par translations. On note alors
X = X0 ×X ′. On a que G (donc toute action) fixe point par point le bord ∂∞X0
du facteur translate´, et pre´serve ∂∞X
′.
Par exemple, si α et β sont deux points oppose´s de ∂∞X , l’action de Gαβ sur
Xαβ posse`de un facteur translate´ non trivial naturel. Un autre exemple d’action
posse´dant un facteur translate´ non trivial est fourni par l’action du groupe G =
GLn(R) sur son espace syme´trique associe´ X = GLn(R)/O(n) (le facteur translate´
maximal est ici la droite correspondant aux orbites du centre Z(G) = R∗Id).
1.2. Pour les groupes re´ductifs sur les corps locaux. A` partir de la section
3.2, on se placera dans le cadre plus restreint des groupes G re´ductifs sur les corps
locaux, agissant sur X leur espace syme´trique ou immeuble affine associe´, c’est-a`-
dire dans le cadre suivant.
1.2.1. Le corps local K. Voir par exemple [Mar, 0.31], [Bou1]. Soit K un corps local,
c’est-a`-dire un corps (commutatif) localement compact non discret. On rappelle
qu’un tel corps peut eˆtre muni d’une valeur absolue |·|, essentiellement unique,
et que, si K est archime´dien, on a K = R ou C, et sinon (cas non-archime´dien)
|·| est ultrame´trique (et la valuation ω = − log |·| associe´e est discre`te), K est
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totalement discontinu, et K est ou bien (en caracte´ristique nulle) une extension finie
du corps des nombres p-adiques Qp, ou` p est un nombre premier quelconque, ou
bien (en caracte´ristique positive p) le corps Fq((T )) des se´ries formelles de Laurent
a` coefficients dans un corps fini Fq.
1.2.2. Le groupe G et l’espace me´trique CAT(0) associe´ X. On conside`re un groupe
alge´brique line´aireG connexe, re´ductif, de´fini sur K (par exemple G = GLn). Dans
le cas ou` K = R, on suppose que G est un sous-groupe ferme´ de G(R) contenant
sa composante neutre G(R)0. Si K 6= R, on suppose que G = G(K). On renvoie
a` [Borel2] pour la de´finition et un re´sume´ des proprie´te´s des groupes alge´briques
re´ductifs sur un corps quelconque.
Le groupe G est muni de la topologie induite par celle de K. C’est un groupe
topologique me´trisable, localement compact, de´nombrable a` l’infini.
Dans le cas ou` le corps K est archime´dien, on note X l’espace syme´trique rie-
mannien sans facteur compact associe´ a` G. On renvoie a` [Hel] et a` [Ebe] pour les
proprie´te´s utilise´s ci-dessous des groupes de Lie re´els re´ductifs et de leurs espaces
syme´triques associe´s ([Borel1, 24.6] permet de se ramener au cas des groupes G
connexes). Rappelons que X = G/K, ou` K est un sous-groupe compact maximal
de G, et que cette varie´te´ est munie de la me´trique riemannienne induite par une
me´trique sur G invariante a` gauche par G et a` droite par K.
Dans le cas non archime´dien, on note X l’immeuble de Bruhat-Tits de G sur
K [Tits, Sec. 2], qui est un immeuble affine localement compact. Pour la de´finition
et les proprie´te´s des immeubles affines (aussi appele´s euclidiens), d’un point de
vue me´trique, on renvoie par exemple a` [Par2], ou` on pourra aussi trouver une
construction simple de l’immeuble de Bruhat-Tits de G = SLn, ou a` [Rou] (voir
aussi [Bro, Chap VI et Chap. V, Sec. 8]). Pour l’immeuble de Bruhat-Tits associe´ a`
un groupe re´ductifG plus ge´ne´ral et pour ses proprie´te´s utilise´es et non de´montre´es
ci-dessous, on renvoie pour une bonne introduction a` [Rou], et a` [Tits], et pour
re´fe´rence comple`te a` [BrTi].
Les espaces syme´triques et les immeubles euclidiens ont de nombreuses proprie´te´s
en commun. Dans ce qui suit on a choisi de traiter autant que possible les deux
cas simultane´ment (les quelques re´fe´rences donne´es ponctuellement concernent le
cas non archime´dien, moins connu). Le vocabulaire et les notations sont choisis par
analogie avec le cas archime´dien (cas des espaces syme´triques), et peut donc diffe´rer
de ce qu’on trouve usuellement dans la litte´rature sur les immeubles.
Dans tous les cas, donc, X est un espace me´trique CAT(0) propre, et G agit
continuˆment, proprement (pas ne´cessairement fide`lement), isome´triquement, co-
compactement sur X . Les hypothe`ses de la section 1.1 pre´ce´dente sont donc satis-
faites (et on en reprendra les notations).
Notons que, dans le cas ou` G n’est pas semisimple (par exemple pour G =
GLn), l’espace X posse`de ici un facteur euclidien translate´ par G non trivial X0,
correspondant au centre de G.
1.2.3. Tore A et plat standard A. Un plat d’un espace me´trique CAT(0) de´signe
un sous-espace convexe ferme´ de X , isome´trique a` un espace euclidien Rm. Les
plats maximaux (i.e. de dimension maximale) d’un immeuble affine sont ses appar-
tements.
On fixe une fois pour toute un plat maximal A de X . Il lui correspond un tore
de´ploye´ sur K maximal A de G, de telle manie`re que le tore A = A(K) ∩ G de G
stabilise le plat A, et agit dessus par translations (cocompactement). Par exemple,
dans le cas ou` G = GLn, on prend le plat A associe´ au tore A = Diag des matrices
diagonales.
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On choisit un point x0 de A (dans le cas non archime´dien, un point spe´cial).
On identifiera A et son espace vectoriel sous-jacent en prenant x0 comme origine.
On notera ν : A −→ A le morphisme qui a` a associe le vecteur de la translation
correspondante. On peut relier relier ce vecteur de translation aux caracte`res sur
le tore A, de la manie`re suivante. On note X∗(A) = Hom(A,GL1) le groupe des
caracte`res du tore A. On rappelle (cf [Tits, 0.2]) que tout caracte`re χ ∈ X∗(A)
induit une forme line´aire sur A, qu’on notera e´galement χ, telle que χ(ν(a)) =
log |χ(a)| pour tout a de A. Par exemple, pour G = GLn, si pour i = 1, . . . , n on
note εi : A 7→ GL1 le caracte`re Diag(a1, . . . , an) 7→ ai, on peut identifier A a` Rn
(euclidien) de telle sorte que les εi, vus comme formes line´aires sur A, soient les
coordonne´es canoniques. L’action de a = Diag(a1, . . . , an) ∈ A sur A = Rn est alors
la translation de vecteur ν(a) = (log |ai|)1≤i≤n.
1.2.4. Racines et chambre de Weyl. Soit Φ ⊂ X∗(A) ⊂ A∗ le syste`me de racines
de G relatives au tore A [Borel2, 6.3]. Les murs de A sont les noyaux des racines
ϕ de Φ. Le groupe de Weyl W est le groupe (fini) d’isome´tries de A engendre´ par
les re´flexions par rapport aux murs. Il fixe point par point l’intersection A0 des
murs de A (qui est le facteur euclidien G-translate´ maximal X0 de X). On choi-
sit une chambre de Weyl C de A (dite standard) (i.e. une composante connexe du
comple´mentaire de la re´union des murs) et on note Φ+ l’ensemble des racines posi-
tives (i.e. positives sur C) et Λ l’ensemble de racines simples (i.e. les racines positives
qui ne se de´compose pas en somme non triviale de racines positives) correspondants.
Par exemple, dans le cas ou` G = GLn (avec les choix ci-dessus), l’ensemble des
racines est Φ = {ϕij = εi−εj, i 6= j}. On prend comme chambre de Weyl standard
C = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 ≥ · · · ≥ xn}. Alors l’ensemble des racines simples est
Λ = {ϕi,i+1, 1 ≤ i < n− 1}.
1.2.5. Sous-tores AI , plats AI et facettes CI standards. Les facettes de la chambre
standard C sont parame´tre´es par les parties I de Λ, de la manie`re suivante. Pour une
partie I de Λ, on note AI le sous-espace vectoriel ∩ϕ∈I kerϕ de A et CI la facette
ouverte de C associe´e (telle que v ∈ A est dans CI si et seulement si ∀ϕ ∈ I, ϕ(v) = 0
et ∀ϕ ∈ Λ − I, ϕ(v) > 0). On note AI le sous-tore de A forme´ par la composante
neutre de ∩ϕ∈I kerϕ. Le groupe AI = AI(K) ∩ G agit sur le plat standard A par
des translations de vecteurs formant un sous-groupe cocompact de AI (cela de´coule
par exemple de [Mar][2.4.2]). On notera v = vI + vI la de´composition d’un vecteur
v de A suivant la somme directe orthogonale A = AI ⊕ AI .
1.2.6. Suites I-fondamentales. Une suite (vi)i∈N dans C sera dite I-fondamentale si
vi ∈ CI pour tout i et, pour toute racine ϕ /∈ I, on a ϕ(vi)→ +∞ . Une suite (ai)i
dans A est dite I-fondamentale si la suite des vecteurs de translation vi = ν(ai) des
ai l’est (i.e. pour tout ϕ ∈ I, |ϕ(ai)| = 1 et, pour tout ϕ /∈ I, |ϕ(ai)| ≥ 1 pour tout
i et |ϕ(ai)| → +∞).
1.2.7. Immeuble sphe´rique et facettes a` l’infini de X. Le bord a` l’infini ∂∞X de
X est une re´alisation ge´ome´trique de l’immeuble sphe´rique combinatoire de Tits ∆
de G (voir [Rou, 11.7], [Bro, VI, 9E], [Par2]). Les facettes f de cet immeuble (qui
sont les bords des facettes des chambres de Weyl de X) sont en bijection avec les
K-sous-groupes paraboliques Pf de G, et on a StabG(f) = Pf (K) ∩ G (note´ Pf )
[Serre, 3.1]. Le stabilisateur Pα dans G d’un point α de ∂∞X fixe point par point
(l’adhe´rence de) la facette ouverte f(α) de cet immeuble contenant α, en particulier
Pα = Pf(α). On appelera re´gularite´ de α la dimension de la facette f(α). On dit
qu’une facette f domine une facette f ′ si l’adhe´rence de f contient f ′. L’e´toile
∆f (ou link, ou immeuble re´siduel) de f , est la re´union des facettes dominant f .
Deux points α et β de ∂∞X sont oppose´s (cf no 1.1.1) si et seulement si les facettes
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correspondantes de l’immeuble sphe´rique a` l’infini sont oppose´es, si et seulement
si les K-sous-groupes paraboliques de G correspondants sont oppose´s, c’est-a`-dire
que leur intersection Gαβ = Pα ∩Pβ est un groupe re´ductif, qui est alors un sous-
groupe de Levi de chacun d’eux [Serre, 3.1.5]. On a Gαβ = Gαβ(K)∩G. Le groupe
Pα agit transitivement sur l’ensemble des points oppose´s a` α.
1.2.8. Projection sur un facteur de Levi et groupe Uα. On note Uα le radical uni-
potent du K-sous-groupe parabolique Pα, et Uα = Uα(K) qu’on appelera le radical
unipotent de Pα. Si β ∈ ∂∞X est un point oppose´ a` α, on a une projection naturelle
pαβ de Pα sur Gαβ . C’est un morphisme de noyau Uα, e´gal a` l’identite´ sur Gαβ ,
qui correspond la de´composition en produit semi-direct Pα = GαβUα. Si β
′ est un
autre point oppose´ a` α dans ∂∞X , alors il existe g dans Pα (qu’on peut supposer
dans Uα) tel que β
′ = gβ, et les projections associe´es sont alors conjugue´es (on a
pαβ′ = ig ◦ pαβ).
1.2.9. Sous-groupes paraboliques standards. Soit I ⊂ Λ un sous-ensemble de racines
simples. On note cI ou ∂∞CI (resp. c
−
I ) la facette (ouverte) a` l’infini de CI (resp. de
−CI). On note P
+
I ou PI le sous-groupe parabolique (standard) PcI , et U
+
I ou UI
son radical unipotent. De meˆme, on note P−I = Pc−
I
et U−I son radical unipotent,
et GI = P
+
I ∩ P
−
I . Le tore AI est central dans GI .
1.2.10. Structure des faisceaux. Si α et β sont deux points oppose´s de ∂∞X , il
existe g ∈ G et un unique I ⊂ Λ tel que gα ∈ cI et gβ ∈ c
−
I . Alors gPαg
−1 = PI
et gPβg
−1 = P−I (et gGαβg
−1 = GI , etc.). On note Aαβ = g
−1AI . On a alors une
de´composition naturelle en produit Xαβ = Aαβ×Xαβ (qui ne de´pend pas du choix
de g). Le groupe Gαβ pre´serve cette de´composition et agit par translations sur Aαβ .
Le bord a` l’infini Sαβ de Aαβ est la sphe`re de Levi (cf [Serre]) de ∂∞X associe´e au
sous-groupe de Levi Gαβ de Pα, et f = f(α) = g
−1cI est un simplexe maximal
de Sαβ . L’e´toile ∆f de f (union des facettes ferme´es contenant f) est incluse dans
∂∞Xαβ . Le bord a` l’infini de X
αβ s’identifie a` (une re´alisation ge´ome´trique de) ∆f .
1.2.11. De´composition U−I GIU
+
I . Le re´sultat classique suivant signifie ge´ome´tri-
quement que, pour deux points du bord oppose´s α et β, l’application n 7→ nβ est
un home´omorphisme de Uα sur l’ensemble des points du bord oppose´s a` α, qui
forment un ouvert dans leur orbite.
Proposition 1. Soit I ⊂ Λ. L’application
ϕ :
U−I ×GI × U
+
I → G
(u, r, n) 7→ urn
est un home´omorphisme sur son image OI , qui est un ouvert [BoTi, 4.2]. 
1.2.12. Contraction par conjugaison. Le fait classique suivant est fondamental pour
l’e´tude de la topologie des orbites de G dans R = Hom(Γ, G).
Proposition 2. Soit I un sous-ensemble de racines simples.
(1) La projection pI : PI −→ GI est limite de conjugaisons : plus pre´cise´ment,
soit a dans AI tel que le vecteur de translation ν(a) de A associe´ soit dans
−CI (i.e. tel que ∀ϕ ∈ Λ − I, |ϕ(a)| < 1), alors, pour tout g dans PI , la
suite aiga−i tend vers pI(g) quand l’entier i tend vers l’infini.
(2) Soit ρ dans R tel que ρ(Γ) est inclus dans PI . La repre´sentation ρI = pI ◦ρ
est dans l’adhe´rence de l’orbite AI · ρ.
De´monstration. Un tel a existe car ν(AI) est cocompact dans AI et CI est un
coˆne convexe ouvert de AI . Alors a centralise GI et contracte UI (voir par exemple
la proposition 3 ci-dessous, en notant que a−i est alors une suite I-fondamentale,
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pour une preuve de´taille´e dans un cadre plus ge´ne´ral ). Le second point de´coule
imme´diatement du premier. 
La proprie´te´ de contraction plus forte suivante permet de comprendre l’action
(par conjugaison) des suites I-fondamentales sur les ouverts U−I GIU
+
I de G (voir
proposition 22). On note g ·h = ghg−1 l’action par conjugaison de G sur lui-meˆme.
Proposition 3. Soit (ai)i∈N une suite I-fondamentale dans A. Pour toute suite
(ni)i de UI (resp. (ui)i de U
−
I ) borne´e, on a a
−1
i · ni → 1 (resp. ai · ui → 1) quand
i −→ +∞.
De´monstration. Notons g l’alge`bre de Lie de G et g = g(K). Notons uI l’alge`bre de
Lie de UI et uI = uI(K). Il existe f : UI −→ uI un home´omorphisme A-e´quivariant
(i.e. f(a ·u) = Ad(a)(f(u))) [Mar, 1.3.3] (pour K = R c’est l’inverse de l’application
exponentielle). On note gϕ l’ensemble des Z ∈ g tels que Ad(a)Z = ϕ(a)Z pour tout
a de A. Alors uI = ⊕ϕ∈Φ+
I
gϕ, ou` Φ
+
I est l’ensemble des racines positives qui ne sont
pas combinaison line´aire d’e´le´ments de I. Notons Zi = f(ni) et Zi =
∑
ϕ∈Φ+
I
Zϕi la
de´composition de Zi suivant la de´composition uI = ⊕ϕ∈Φ+
I
gϕ. Alors f(a
−1
i · ni) =
Ad(a−1i )Zi =
∑
ϕ∈Φ+
I
ϕ(ai)
−1Zϕi . Or, pour tout ϕ ∈ Φ
+
I , la suite (Z
ϕ
i )i est borne´e,
et
∣∣ϕ(ai)−1∣∣ −→ 0 (car ϕ est combinaison line´aire positive d’e´le´ments de Λ − I).
On a donc que f(a−1i · ni)→ 0 dans uI , et donc que a
−1
i · ni → 1 dans UI . 
2. Actions non-paraboliques en ge´ome´trie CAT(0)
Dans cette section, on se place dans le cadre ge´ne´ral ou` G est un groupe me´tri-
sable localement compact, de´nombrable a` l’infini, agissant sur un espaceX me´trique
CAT(0) propre (voir section 1.1 pour les notations et proprie´te´s utilise´es).
2.1. De´placement d’une action.
De´finition 4. Soit ρ : Γ −→ G une action de Γ sur X . On appelle fonction de
de´placement de ρ (relativement a` la partie ge´ne´ratrice S) et on note dρ la fonction
convexe continue de X dans [0,+∞[
dρ : x 7→
√∑
s∈S
d(x, ρ(s)x)2 .
On appelle minimum de de´placement de ρ (relativement a` la partie ge´ne´ratrice S) et
on note λ(ρ) la borne infe´rieure de dρ surX , et ensemble de de´placement minimal de
ρ (relativement a` la partie ge´ne´ratrice S) le convexe ferme´ Min(ρ), e´ventuellement
vide, forme´ des points de X ou` dρ atteint son minimum.
Remarques. On peut voir dρ, λ(ρ) et Min(ρ) comme une ge´ne´ralisation des notions
analogues classiques pour une isome´trie individuelle g ∈ Isom (X) [BrHa, II,6.1] (et
ces notions co¨ıncident si S est re´duite a` un seul e´le´ment s et g = ρ(s)). Attention
(si S n’est pas re´duite a` un e´le´ment), Min(ρ) n’est a priori pas stable par ρ(Γ).
Le centralisateur Z(ρ) de ρ dans G pre´serve Min(ρ). On notera que la fonction λ :
R −→ R+ est semicontinue (supe´rieurement) : si ρi → ρ, alors lim supλ(ρi) ≤ λ(ρ).
La de´finition donne´e ici diffe`re le´ge`rement de celle de [Par1] (ou` dρ est de´fini par
dρ(x) = maxs∈S d(x, ρ(s)x)). Cela ne change pas les proprie´te´s qu’on y utilisait,
car les deux versions sont des fonctions convexes continues e´quivalentes. Celle-
ci est meilleure, notamment car elle passe bien aux produits (voir ci-dessous), et
permet de prouver, dans les espaces syme´triques, que “Min(ρ) non vide” entraˆıne
la comple`te re´ductibilite´ (proposition 18).
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Dans le cas ou` l’espace X est euclidien et le groupe G agit par translations, la
fonction de de´placement dρ est constante (e´gale a` λ(ρ)) et Min(ρ) est l’espace X
tout entier. Dans le cas ou` ρ pre´serve un convexe ferme´ Y , comme la projection
sur Y diminue dρ, on a λ(ρ|Y ) = λ(ρ) et Min(ρ|Y ) = Min(ρ) ∩ Y . Dans le cas ou` ρ
pre´serve une de´composition de X en produit X = X1×X2, on note ρ = (ρ1, ρ2), et
on a d2ρ = d
2
ρ1
+ d2ρ2 , d’ou` λ(ρ)
2 = λ(ρ1)
2 + λ(ρ2)
2 et Min(ρ) = Min(ρ1)×Min(ρ2).
2.2. Actions non-paraboliques. Les actions (de Γ sur X) ne posse´dant pas
de point fixe global dans le bord a` l’infini ∂∞X de X ont des proprie´te´s remar-
quables, que nous allons voir maintenant. Nous introduisons maintenant la notion
de repre´sentation non-parabolique, qui est juste une variante plus pratique de cette
notion destine´e a` couvrir le cas ou` le G-espace X posse`de un facteur translate´ non
trivial (maximal) X0 (cf 1.1.2). On note alors X = X0 ×X ′.
De´finition 5. On dit qu’une action ρ de Γ sur X est non-parabolique si ρ n’a pas
de point fixe global dans ∂∞X − ∂∞X0 (ou, de manie`re e´quivalente, dans ∂∞X ′).
Remarquons qu’une repre´sentation est non-parabolique si et seulement si les
e´le´ments de la partie ge´ne´ratrice S n’ont pas de point fixe commun dans ∂∞X
′.
2.2.1. Liens avec l’irre´ductibilite´ et la stabilite´ pour les groupes re´ductifs. Dans le
cas ou` G est GLn(R) agissant sur son espace syme´trique X associe´, une repre´sen-
tation est non-parabolique si et seulement si l’action line´aire sur Rn associe´e est
irre´ductible. Dans le cas ou` G est un groupe re´ductif sur un corps local K, agissant
sur son espace associe´ X (espace syme´trique ou immeuble de Bruhat-Tits) (cf.
hypothe`ses et notations de la section 1.2), une repre´sentation ρ est non-paraboli-
que si et seulement si elle estG-irre´ductible au sens de [Serre, 3.2.1], c’est-a`-dire que
son image ρ(Γ) n’est incluse dans aucun K-sous-groupe parabolique propre de G
(en particulier les repre´sentations (d’images) Zariski-denses sont non-paraboliques).
Cette notion est donc le´ge`rement plus ge´ne´rale que la notion de repre´sentation (ou
S-uplet) stable de la the´orie ge´ome´trique des invariants (i.e. G · ρ ferme´ de Zariski
et ZG(ρ)/Z(G) fini), qui e´quivaut a` la condition que ρ(Γ) n’est inclus dans aucun
sous-groupe parabolique (pas ne´cessairement de´fini sur K) de G [Ric, 4.1 et 16.7]
(voir aussi par exemple [JoMi]).
2.2.2. Caracte´risation via l’ensemble minimal. Si α est un point fixe a` l’infini de
ρ, alors la fonction de de´placement dρ est de´croissante sur tout rayon ge´ode´sique
allant vers α (par convexite´). Cela donne la caracte´risation fondamentale suivante.
Proposition 6. Soit ρ une action de Γ sur X. Alors sont e´quivalents :
(1) L’action ρ n’a pas de point fixe a` l’infini.
(2) La fonction de de´placement dρ : X −→ R+ est propre.
(3) L’ensemble minimal Min(ρ) est compact non vide.
En particulier, si G agit proprement sur X, le centralisateur Z(ρ) de ρ dans G est
alors compact. 
Remarque 7. On a que ρ est non-parabolique si et seulement si l’action ρ′ sur
X ′ induite est sans points fixes a` l’infini, si et seulement si Min(ρ′) est compact
non vide. Alors en particulier Min(ρ) = X0 ×Min(ρ′) est non vide, et, si G agit
proprement sur X et Z(G) agit cocompactement sur X0, on a que Z(ρ)/Z(G) est
compact.
2.3. Action de G sur l’espace des actions non-paraboliques. On note main-
tenant R0(Γ, G) ou R0 le sous-espace de R forme´ par les repre´sentations de Γ dans
G sans point fixe a` l’infini, c’est-a`-dire n’ayant pas de point fixe global dans ∂∞X .
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On note Rnp(Γ, G) ou Rnp le sous-espace de R forme´ par les repre´sentations non-
paraboliques de Γ dans G. La proprie´te´ de base suivante permet de relier la “non
proprete´” de l’action de G au voisinage de ρ ∈ R avec les points fixes a` l’infini de
ρ.
Lemme 8. On conside`re une suite (ρi)i convergeant vers ρ dans R, et une suite
(gi)i dans G telle que la suite des conjugue´s ρ
′
i = gi · ρi reste dans un compact de
R. Si pour un (tout) point x de X, la suite des points g−1i x tend vers un point α
dans le bord a` l’infini de X, alors ρ fixe α.
De´monstration. Pour γ dans Γ fixe´, le de´placement par ρi(γ) du point xi = g
−1
i x
vaut d(xi, ρi(γ)xi) = d(x, ρ
′
i(γ)x), donc est borne´. Par conse´quent ρi(γ)xi tend
vers α. Comme ρi(γ)xi tend aussi vers ρ(γ)α, on a que ρ(γ)α = α. 
Le re´sultat suivant s’en de´duit directement.
Proposition 9. (1) L’espace R0 est un ouvert de R.
(2) Si G agit proprement sur X, alors G agit proprement sur R0.
De´monstration. La premie`re assertion est claire par compacite´ du bord a` l’infini de
X et continuite´ de l’action de G (une limite de points fixes est un point fixe pour
l’action limite). Montrons que G agit proprement sur R0. Commme G et R sont
me´trisables, il suffit de voir que, si on a une suite (ρi)i qui tend vers ρ dans R0
et une suite (gi)i dans G telle que gi · ρi tend vers ρ′ dans R0, alors la suite (gi)i
posse`de une valeur d’adhe´rence dans G. Or, dans le cas contraire, pour x0 ∈ X , la
suite g−1i x0 n’est pas borne´e dans X (car G agit proprement sur X), donc, quitte
a` extraire, g−1i x0 tend vers α dans le bord de X , qui est fixe´ par ρ par le lemme 8.
C’est impossible car ρ n’a pas de point fixe a` l’infini. 
Le re´sultat analogue suivant permet de couvrir le cas ou` leG-espaceX posse`de un
facteur translate´ non trivial (l’espace R0 est alors vide), en particulier il s’applique
au cas des groupes re´ductifs non semisimples (cf. section 1.2).
Corollaire 10. On suppose que le centre Z de G agit trivialement sur le facteur
X ′. On note G′ = G/Z, qui agit sur X ′. On suppose que l’action de G′ sur X ′ est
propre.
(1) L’espace Rnp est un ouvert de R.
(2) Le groupe G′ agit proprement sur Rnp.
En particulier Rnp/G est se´pare´ et localement compact.
Remarques. 1. Si l’action de G sur X est cocompacte, minimale (sans sous-espace
convexe strict stable) (ce qui est automatique si les ge´ode´siques de X sont exten-
sibles [BrHa, II,6.20]), alors Z agit trivialement sur X ′ (car Z agit par translations
de Clifford sur X [BrHa, II,6.16], de directions fixe´es par G, i.e. dans X0). Si de
plus l’action de G sur X est propre, et Z agit cocompactement sur X0, alors G/Z
agit proprement sur X ′. Les hypothe`ses sont donc ve´rifie´es dans le cas des groupes
re´ductifs agissant sur leur espace associe´ (cf. section 1.2).
2. Ce re´sultat ge´ne´ralise donc le re´sultat suivant de [Ric, proposition 11.11] :
lorsque G est un groupe de Lie re´ductif re´el, l’action de G/Z sur le sous-espace
(Gn)s des n-uplets stables est propre.
3. En particulier, sous les hypothe`ses ci-dessus, on a donc que si ρ est non-para-
bolique, alors G · ρ est ferme´ dans R et Z(ρ)/Z(G) est compact. Dans les groupes
re´ductifs on peut montrer que cette proprie´te´ caracte´rise en fait les repre´sentations
non-paraboliques (en utilisant le the´ore`me 23 et le corollaire 17) (a` comparer avec
la notion de repre´sentation stable, ou` compact est remplace´ par fini, cf 2.2.1).
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De´monstration. L’action de Z sur R(Γ, G) est triviale, donc l’action de G passe au
quotient en une action continue de G′ sur R(Γ, G). On note µ la projection cano-
nique de G sur G′, et µ∗ l’application continue de R(Γ, G) dans R(Γ, G′) induite,
qui est G′-e´quivariante. Par la proposition 9, on a que R0(Γ, G
′) est un ouvert, donc
Rnp(Γ, G) = (µ
∗)−1(R0(Γ, G
′)) est aussi un ouvert. De plus G′ agit proprement sur
R0(Γ, G
′), donc aussi sur Rnp(Γ, G) [Bou3, III.29, prop. 5]. 
3. Repre´sentations comple`tement re´ductibles
Dans cette section, on introduit la notion de repre´sentation comple`tement re´duc-
tible et on e´tudie des proprie´te´s ge´ome´triques (i.e. de l’action sur l’espace me´trique
CAT(0)), naturellement relie´es, dont on montre qu’elles sont en fait e´quivalentes
dans le cas des espaces syme´triques (prop. 18).
3.1. Dans le cadre ge´ne´ral des espaces me´triques CAT(0).
De´finition 11. On dira qu’une repre´sentation ρ (de Γ dans G) est comple`tement
re´ductible (en abre´ge´, cr) (dans X) si elle satisfait la condition suivante : Si un point
α dans le bord a` l’infini ∂∞X de X est fixe´ par ρ, alors il existe un point β dans
∂∞X , oppose´ a` α, e´galement fixe´ par ρ.
En particulier, une repre´sentation non-parabolique est comple`tement re´ductible.
Cette notion a e´te´ introduite et e´tudie´e par J. P. Serre ([Serre]) dans le cadre des
groupes agissant sur des immeubles sphe´riques (par exemple les sous-groupes des
groupes alge´briques re´ductifs sur un corps quelconque).
3.1.1. Liens avec la semisimplicite´ dans les groupes re´ductifs. Dans le cas ou` G
est un groupe re´ductif sur un corps local agissant sur son espace CAT(0) associe´
(notations et hypothe`ses de la section 1.2), une repre´sentation ρ : Γ −→ G est
comple`tement re´ductible si et seulement si ρ(Γ) est G-cr au sens de [Serre, 3.2.1].
Dans le cas ou` G = GLnK, une repre´sentation est comple`tement re´ductible si et
seulement si l’action line´aire sur Kn associe´e est semi-simple.
Si la caracte´ristique du corps K est nulle, alors ρ est comple`tement re´ductible
si et seulement si la composante neutre H = (ρ(Γ)
Z
)0 de l’adhe´rence de Zariski
de ρ(Γ) est un groupe re´ductif ([Serre, Proposition 4.2]). Cela correspond donc a` ρ
semisimple (comme S-uplet de G) au sens de [Ric]. Pour K = R, Richardson a in-
troduit une notion naturelle (de´pendant seulement de la structure de groupe de Lie
re´el de G) de semisimplicite´ pour les S-uplets dans GS (l’alge`bre de Lie g de G est
un module semisimple sous le groupe engendre´), qui est e´quivalente a` la pre´ce´dente
([Ric, section 11]), donc a` la comple`te re´ductibilite´. En caracte´ristique quelconque,
dans un corps alge´briquement clos, Bate, Martin et Ro¨hrle ont de´montre´ [BMR] que
la notion de comple`te re´ductibilite´ est e´quivalente a` la notion de “forte re´ductivite´”
de Richardson [Ric].
3.1.2. Sous-espace stable et ensemble minimal. Une proprie´te´ d’une action ρ natu-
rellement relie´e a` la “re´ductibilite´” est la suivante (correspondant a` la de´finition
“Imρ re´ductif” de [Lab] dans le cadre ou` X une varie´te´ riemannienne simplement
connexe a` courbure ne´gative ou nulle) : ρ stabilise un sous-espace convexe ferme´ Y
de X et est non-parabolique dans Y . On a alors la proprie´te´ suivante.
Proposition 12 (Ensemble minimal non vide). On suppose que la repre´sentation
ρ est non-parabolique dans un sous-espace (convexe ferme´, stable) Y de X. Alors
la fonction de de´placement dρ atteint sa borne infe´rieure, autrement dit Min(ρ) est
non vide.
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De´monstration. En effet, on a Min(ρ|Y ) = Min(ρ) ∩ Y par projection orthogonale
sur le convexe ferme´ Y . Cet ensemble est non vide car ρ est non-parabolique dans
Y (voir la remarque 7). 
3.1.3. Ensemble minimal non vide et topologie des orbites. Voici quelques “bonnes”
proprie´te´s e´le´mentaires des actions ρ telles que Min(ρ) est non vide, relativement a`
la topologie des orbites sous conjugaison.
Proposition 13. Supposons que X est quasi-homoge`ne sous G, i. e. que l’action
de G sur X est cocompacte.
(1) Pour toute repre´sentation ρ de R, il existe une repre´sentation ρ′ dans
l’adhe´rence de G · ρ telle que Min(ρ′) est non vide, et λ(ρ′) = λ(ρ). En
particulier, si l’orbite G · ρ de ρ est ferme´e, alors Min(ρ) est non vide.
(2) Soit (ρi)i telle que λ(ρi) est borne´. Alors il existe une sous-suite de con-
jugue´s ρ′ik ∈ G · ρik convergeant vers ρ telle que Min(ρ) n’est pas vide, et
λ(ρ) = lim inf λ(ρi).
De´monstration. Le premier point est un cas particulier du deuxie`me point, prou-
vons ce dernier. Soit λ = lim inf λ(ρi). Quitte a` extraire on peut supposer que
λ(ρi) → λ. Pour tout entier i, soit xi un point de X tel que λ(ρi) ≤ dρi(xi) ≤
λ(ρi) +
1
i
. Quitte a` remplacer chaque ρi par un conjugue´, on peut supposer que
la suite (xi) est borne´e (car l’action de G sur X est cocompacte). Quitte a` ex-
traire, on a alors que xi tend vers x et ρi tend vers ρ. Pour tout y ∈ X , on a que
dρi(y) ≥ λ(ρi) pour tout i, donc que dρ(y) ≥ limλ(ρi) = λ. Or dρ(x) = λ. On en
conclut que λ(ρ) = lim inf λ(ρi) et que x est dans Min(ρ). 
3.1.4. Syme´trie en un point inte´rieur. Dans le cas des espaces syme´triques, on verra
que la proprie´te´ “Min(ρ) non vide” suffit en fait a` caracte´riser les repre´sentations
comple`tement re´ductibles (proposition 18) (ce qui n’est pas le cas dans les arbres
par exemple, voir le contre-exemple ci-dessous). Nous allons maintenant en voir
l’ide´e principale.
Dans le cas ou` X est a` ge´ode´siques uniquement extensibles (i.e. tout rayon
ge´ode´sique se prolonge de manie`re unique en une ge´ode´sique comple`te) (par exemple
une varie´te´ de Hadamard), on peut de´finir l’oppose´ en x ∈ X de α ∈ ∂∞X . On
dit qu’une partie Y de ∂∞X est syme´trique par rapport a` x, si, pour tout point α
de Y , l’oppose´ β de α en x est aussi dans Y . On dira que X est sans demi-bande
plate, si les rayons paralle`les se prolongent en ge´ode´siques paralle`les (c’est le cas
des espaces syme´triques ou plus largement des varie´te´s de Hadamard analytiques)
(notons qu’un analogue de cette condition est utilise´ dans [Lab]). On a alors la
proprie´te´ suivante.
Proposition 14 (Min(ρ) non vide implique cr). On suppose que X est a` ge´ode´siques
uniquement extensibles et sans demi-bande plate. On suppose que Min(ρ) est non
vide. Alors, pour tout point x dans Min(ρ), l’ensemble Fix∞(ρ) des points fixes de
ρ dans ∂∞X est syme´trique par rapport a` x. En particulier, ρ est cr.
De´monstration. Supposons Min(ρ) non vide. Soit x un point de Min(ρ). Montrons
que Fix∞(ρ) est syme´trique par rapport a` x. Soit α un point fixe a` l’infini de ρ et r
la ge´ode´sique issue de x vers α. Pour tout s de S, la fonction t 7→ d(r(t), ρ(s)r(t))
est de´croissante sur R. De plus la somme dρ(r(t)) =
√∑
s∈S d(r(t), ρ(s)r(t))
2
atteint son minimum en 0. Par conse´quent, pour tout s de S, la fonction t 7→
d(r(t), ρ(s)r(t)) est constante sur R+, donc sur R, c’est-a`-dire que ρ fixe le syme´-
trique r(−∞) en x de α = r(+∞). 
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Remarque. On a au passage de´montre´ que, pour X quelconque, si x est dans Min(ρ)
alors le coˆne en x sur Fix∞(ρ) est inclus dans Min(ρ). Il en de´coule que, si Min(ρ)
est non vide alors ∂∞Min(ρ) = Fix∞(ρ).
3.1.5. Un contre-exemple. Dans le cas ge´ne´ral, “non-parabolique dans un sous-
espace convexe ferme´ stable” n’entraˆıne pas que ρ soit cr (ou que l’orbite G · ρ
soit ferme´e), comme le montre le contre-exemple simple suivant.
On conside`re le groupe G = SL2K × SL2K, pour un corps local K non ar-
chime´dien, agissant sur son immeuble de Bruhat-Tits X associe´ (produit de deux
arbres X1 et X2). Soit t ∈ K tel que |t| > 1 et g = (g1, g2) dans G, avec
g1 =
(
t 0
0 t−1
)
et g2 =
(
1 t
0 1
)
. Alors g1 translate une ge´ode´sique σ de X1 et
g2 fixe un rayon ge´ode´sique r de X2 donc g translate une ge´ode´sique Y = σ × r(0)
de X . En particulier g est non-parabolique dans le sous-espace convexe ferme´ Y .
Ne´anmoins, g n’est pas comple`tement re´ductible dans X , car le point a` l’infini
r(+∞) n’a pas de point oppose´ fixe´ par g. Et G · g n’est pas ferme´e dans G, car son
adhe´rence contient (g1, Id).
3.2. Dans les groupes re´ductifs. On suppose de´sormais que G est un groupe
re´ductif sur un corps local K, agissant sur son espace CAT(0) associe´ X (espace
syme´trique ou immeuble affine) (hypothe`ses et notations de la section 1.2). Les
re´sultats de cette section de´coulent pour la plupart, par une simple traduction dans
X , de [Serre], sauf le point 2 de la proposition 16.
Proposition 15. ([Serre, Prop 2.7]) Si une repre´sentation ρ fixe deux points op-
pose´s α, β a` l’infini de X, alors les deux conditions suivantes sont e´quivalentes
(i) L’action de ρ sur X est comple`tement re´ductible.
(ii) L’action de ρ sur le sous-espace stable Xαβ est comple`tement re´ductible. 
On s’inte´resse maintenant au de´vissage des repre´sentations ρ paraboliques via
leurs projections sur des sous-groupes de Levi (voir 1.2.8) (qu’on appelera re´ductions
de ρ), qui permet de “semisimplifier” ρ, comme le montre la proposition suivante.
Proposition 16. Soit ρ dans R. Soit α un point fixe de ρ dans ∂∞X et β un point
de ∂∞X oppose´ a` α. Soit ραβ = pαβ ◦ ρ.
(1) Si ρ est comple`tement re´ductible, alors elle est conjugue´e a` ραβ (par un
e´le´ment de Uα).
(2) On a dραβ ≤ dρ sur Xαβ et λ(ραβ) = λ(ρ).
(3) (voir aussi [Serre, prop. 3.3]) Si ραβ fixe un point α
′ dans ∂∞X
αβ, alors ρ
fixe une facette f ′′ de ∂∞X dominant strictement la facette f(α).
(4) (voir aussi [Serre, prop. 3.3]) Si α est un point de re´gularite´ maximale dans
Fix∞(ρ), alors ραβ est non-parabolique dans le faisceau Xαβ.
De´monstration. Le point 1 de´coule du fait que, en prenant β′ oppose´ a` α fixe´ par ρ,
les projections correspondantes pαβ et pαβ′ (qui fixe ρ) sont conjugue´es (cf. section
(1.2.8)).
Pour le point 2, quitte a` conjuguer on peut se ramener au cas standard ou` α ∈ cI
et β ∈ c−I pour un certain I ⊂ Λ (cf section 1.2.10). La projection pαβ = pI est
la limite de conjugaisons par ai avec a ∈ AI tel que ν(a) ∈ −CI (cf prop. 2). Soit
x ∈ Xαβ , et s ∈ S. Soit σ la ge´ode´sique translate´e par a−1 passant par x. Comme
g = ρ(s) fixe la facette ouverte contenant α, qui est cI , on a que g fixe aussi
σ(+∞) (car ν(a−1) ∈ CI), donc que la distance entre les ge´ode´siques σ et gσ est
de´croissante. Donc d(x, aiga−ix) = d(a−ix, ga−ix) ≤ d(x, gx), et d(x, pαβ(g)x) ≤
d(x, gx) par passage a` la limite en i→ +∞. Donc dραβ (x) ≤ dρ(x).
Pour la seconde partie, comme ραβ est limite de conjugue´s de ρ, on a que λ(ρ) ≤
λ(ραβ) par semicontinuite´ de λ. Montrons que λ(ραβ) ≤ λ(ρ). Soit ε > 0 et y ∈ X
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tel que dρ(y) ≤ λ(ρ) + ε. Soit β′ oppose´ a` α tel que y ∈ Xαβ′ . Par ce qui pre´ce`de
on a λ(ραβ′) ≤ dραβ′ (y) ≤ dρ(y) ≤ λ(ρ) + ε. Or λ(ραβ′) = λ(ραβ) car pαβ et pαβ′ ,
donc ραβ et ραβ′ , sont conjugue´es. On conclut en faisant tendre ε vers 0.
Pour le point 3, comme le groupe Uα = ker pαβ fixe point par point l’e´toile ∆f de
f = f(α), la repre´sentation ρ coinc¨ıde avec ραβ sur ∆f . Or ραβ fixe le segment de
α a` α′ (pour la distance de Tits), donc la facette f ′ de l’e´toile de f(α) qui contient
dans son inte´rieur un germe de ce segment. Le dernier point est une conse´quence
directe du pre´ce´dent. 
On en de´duit imme´diatement la caracte´risation suivante.
Corollaire 17. Pour ρ dans R, les conditions suivantes sont e´quivalentes.
(1) ρ est comple`tement re´ductible.
(2) Ou bien ρ est non-parabolique dans X, ou bien il existe α et β dans ∂∞X
oppose´s, fixe´s par ρ, tels que ρ est non-parabolique dans le faisceau Xα,β. 
En particulier Min(ρ) est alors non vide.
3.3. Cas des espaces syme´triques. On a maintenant obtenu l’e´quivalence des
diffe´rentes caracte´risations ge´ome´triques remarquables suivantes, dans les espaces
syme´triques (i.e. dans le cas des groupes re´ductifs re´els, cf section 1.2).
Proposition 18. On suppose que G est un groupe re´ductif re´el, agissant sur
son espace syme´trique sans facteur compact X associe´. Soit ρ : Γ −→ G une
repre´sentation. les conditions suivantes sont e´quivalentes.
(1) ρ est comple`tement re´ductible dans X.
(2) Ou bien ρ est non-parabolique dans X, ou bien ρ fixe deux points a` l’infini
oppose´s α et β, et est non-parabolique dans le faisceau Xα,β.
(3) ρ stabilise un sous-espace convexe ferme´ Y de X, et est non-parabolique
dans Y .
(4) La fonction de de´placement dρ : x 7→
√∑
s∈S d(x, ρ(s)x)
2 atteint sa borne
infe´rieure, autrement dit Min(ρ) est non vide.
(5) Il existe un point x de X tel que Fix∞(ρ) est syme´trique par rapport a` x.
De´monstration. On vient de voir que (1) e´quivaut a` (2) dans le cadre des groupes
re´ductifs ([Serre], cf. Corollaire 17). On a clairement que (2) implique (3), et que (5)
implique (1). L’implication (3) ⇒ (4) est vraie dans tout espace me´trique CAT(0)
propreX (proposition 12). L’implication (4)⇒ (5) est vraie, pour tout x de Min(ρ),
dans le cadre plus ge´ne´ral ou` X est a` ge´ode´siques uniquement extensibles et sans
demi-bande plate (proposition 14). 
Remarque. On peut de´montrer que l’ensemble minimal Min(ρ) est ici un sous-
espace totalement ge´ode´sique (car si dρ est constante sur un segment ge´ode´sique
σ[0, 1], alors on montre aise´ment que dρ(s) aussi pour tout s de S) sur lequel le
centralisateur Z(ρ) de ρ agit transitivement (car le transport paralle`le le long de σ
- prolonge´e a` R - est dans Z(ρ)). On peut alors en de´duire les proprie´te´s suivantes,
analogues aux re´sultats de base de la the´orie de l’application moment (voir par
exemple [RiSl]) : si on note M le sous-ensemble des ρ ∈ R telles que dρ atteint sa
borne infe´rieure en x0, alors ρ est cr si et seulement si G · ρ rencontre M, et on a
alors M∩G · ρ = K · ρ, ou` K est le sous-groupe compact StabG(x0).
4. Se´paration et espace quotient
On se place dore´navant dans le cadre ou` G est un groupe re´ductif sur un corps
local agissant sur son espace (espace syme´trique ou immeuble affine) associe´ (nota-
tions et hypothe`ses de la section 1.2). Dans cette section on montre (the´ore`me 23)
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que l’espace Xcr des classes de repre´sentations cr est le plus gros quotient se´pare´
de R = Hom(Γ, G) ⊂ GS sous l’action (par conjugaison) de G.
On note Rcr le sous-espace forme´ des repre´sentations comple`tement re´ductibles,
et Xcr = Rcr/G l’espace topologique quotient. Notons que l’espace Xcr est a` base
de´nombrable (car R l’est).
On dira que deux points x et x′ d’un espace topologique E sont se´pare´s par une
action continue de G dans E s’il existe deux voisinages V et V ′ de x et x′ dont
les orbites G · V et G · V ′ ne se rencontrent pas. Sinon, on dira que x et x′ sont
G-voisins dans E (on notera que ce n’est pas a priori une relation d’e´quivalence).
4.1. Se´paration des orbites cr. Nous allons ici de´montrer le re´sultat de se´para-
tion des orbites cr suivant, qui est une variante (contenant l’essentiel) du the´ore`me
23 (et donc connu en caracte´ristique nulle, voir les remarques suivant le the´ore`me
23). On rappelle (cf. section 3.2) qu’une re´duction d’une repre´sentation ρ de´signe
une repre´sentation de la forme σ = pαβ ◦ ρ ou` pαβ : Pα −→ Gαβ est la projection
canonique associe´e a` deux points a` l’infini oppose´s α et β avec α fixe´ par ρ.
The´ore`me 19. Soient ρ et ρ′ deux points G-voisins dans R. Alors
(1) ρ et ρ′ posse`dent deux re´ductions conjugue´es dans G.
(2) Les adhe´rences de leurs orbites se rencontrent (G · ρ ∩G · ρ′ 6= ∅).
(3) Si de plus ρ et ρ′ sont cr, alors elles sont conjugue´es (G · ρ = G · ρ′).
En particulier, l’espace topologique quotient Xcr = Rcr/G est se´pare´.
Pour de´montrer ce the´ore`me, on commence par le petit lemme suivant, qui
montre que, comme “les parties compactes ne comptent pas”, on peut se rame-
ner, graˆce a` un analogue de la de´composition de Cartan, a` l’action d’une suite
I-fondamentale de A.
Lemme 20. On conside`re une action continue de G sur un espace topologique E a`
base de´nombrable. Soient x, x′ dans E. Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
(1) Les points x et x′ sont G-voisins dans E.
(2) il existe h, k dans G, une partie I de Λ, une suite I-fondamentale (ai)i de
A, et une suite (yi)i dans E, tels que yi → y et ai · yi → y′ avec y = h · x
et y′ = k · x′ quand i→ +∞.
De´monstration. Si x et x′ sont G-voisins, il existe une suite (xi)i dans E et une
suite (gi)i dans G telles que xi → x et gi · xi → x′ quand i → +∞. Comme C est
un domaine fondamental pour l’action du sous-groupe compact K = StabG(x0) sur
X , il existe ki ∈ K tel que gix0 = kivi avec vi dans C. Soit I l’ensemble des racines
simples ϕ de Λ non borne´es sur la suite (vi). La suite des projections v
I
i de vi sur
AI est alors borne´e. La suite des projections vi,I de vi sur AI est a` distance borne´e
d’une suite ui = aix0, avec ai ∈ AI (car AI agit cocompactement sur AI). On note
gi = kiaihi. La suite (hi)i est borne´e dans G car la suite hix0 = a
−1
i vi du plat A a
ses composantes dans AI ⊕ AI borne´es. On a donc, quitte a` extraire, que ki tend
vers k−1 et hi tend vers h dans G, et la suite yi = hi · xi convient. L’autre sens est
clair. 
On de´crit maintenant les limites de conjugue´s par une suite I-fondamentale (ai)i
de A. La preuve repose sur la de´composition U−I GIU
+
I (cf prop. 1).
Proposition 21 (Action d’une suite I-fondamentale dans A.). Soit I une partie
de Λ et (ai)i une suite I-fondamentale dans A. Soient deux repre´sentations ρ et ρ
′
de R, et une suite (ρi)i convergeant vers ρ dans R, telles que la suite des conjugue´s
(ai · ρi)i tend vers ρ′. Alors
(1) La repre´sentation ρ′ est (d’image) incluse dans le sous-groupe parabolique
P+I , et ρ est (d’image) incluse dans le sous-groupe parabolique oppose´ P
−
I .
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(2) Les projections r et r′ de ρ et ρ′ sur le sous-groupe de Levi commun GI
sont e´gales.
(3) Soit ρ = ur la de´composition de ρ suivant la de´composition P−I = U
−
I GI
et ρ′ = rn′ la de´composition de ρ′ suivant la de´composition P+I = GIU
+
I .
Alors, a` partir d’un certain rang, on a ρi = uirini, pour des suites ri → r
dans (GI)
Γ, et ui → u dans (U
−
I )
Γ, et enfin ni = a
−1
i · n
′
i ou` n
′
i → n
′ dans
(U+I )
Γ.
Remarquons que le point 3 de´crit comple`tement la situation. En effet, les pro-
prie´te´s de contraction de la conjugaison par la suite (ai) sur U
−
I et U
+
I (proposition
3) permettent de voir qu’on a la re´ciproque suivante (attention, ici ρi : Γ −→ G n’a
pas de raisons a priori d’eˆtre un morphisme).
Proposition 22. Soient ρ = ur une repre´sentation a` valeurs dans P−I = U
−
I GI
et ρ′ = rn′ une repre´sentation a` valeurs dans P+I = GIU
+
I , de meˆme projection
r sur GI . Pour toute suite I-fondamentale (ai) de AI , si ρi = uirini avec ri → r
dans (GI)
Γ et ui → u dans (U
−
I )
Γ quelconques, et ni = a
−1
i · n
′
i avec n
′
i → n
′ dans
(U+I )
Γ quelconque, alors on a ρi → ρ et ai · ρi → ρ′. En particulier, ρ et ρ′ sont
A-voisines. 
Preuve de la proposition 21. Il suffit de prouver ces points “terme a` terme”, c’est-
a`-dire pour un e´le´ment fixe´ γ de Γ. On note alors g = ρ(γ) et g′ = ρ′(γ).
On commence par projeter, en utilisant une de´composition U−J GJU
+
J , dans un
GJ , a priori plus gros que GI , tel que P
+
J contient g
′ et P−J contient g. Puis on
montre qu’en fait J = I par un argument de minimalite´, d’ou` le re´sultat pour le
bon I.
Existence d’une facette a` l’infini fixe´e “commune”. On note vi = ν(ai) (vecteur
de la translation de A re´alise´e par ai). Quitte a` extraire, on peut supposer que
vi tend vers un point v dans le bord a` l’infini de la facette CI . Soit CL la facette
ouverte de CI contenant v. Alors g
′ fixe la facette a` l’infini ∂∞CL (d’apre`s le lemme
8). De meˆme, en remplac¸ant vi par −vi qui tend vers −v, on voit que g fixe le bord
a` l’infini de la facette oppose´e C−L = −CL.
Choix de J minimal. On suppose de´sormais que CJ est une facette maximale
(pour l’inclusion) parmi les facettes de CI telle que g
′ fixe ∂∞CJ (c’est-a`-dire g
′ ∈
P+J ) et g fixe ∂∞(C
−
J ) (c’est-a`-dire g ∈ P
−
J ).
Soit g = ur la de´composition de g suivant la de´composition P−J = U
−
J GJ et
g′ = rn′ la de´composition de g′ suivant la de´composition P+J = GJU
+
J .
Projection sur GJ via la de´composition U
−
J GJU
+
J . On conside`re maintenant la
de´composition OJ = U
−
J GJU
+
J de la proposition 1. Comme OJ est un ouvert qui
contient P−J et P
+
J , donc g et g
′, les suites gi et g
′
i sont dans OJ a` partir d’un
certain rang. On a donc les de´compositions gi = uirini et g
′
i = u
′
ir
′
in
′
i, ou` ui et u
′
i
sont dans U−J , ni et n
′
i sont dans U
+
J , et ri et r
′
i sont dans GJ . La de´composition
U−J GJU
+
J e´tant unique, continue, et conserve´e par la conjugaison par ai, on a que
ri → r et que r′i = ai · ri → r
′. De meˆme, on a que ui → u et que n′i = ai · ni → n
′.
Montrons enfin que I = J . Notons vi = v
J
i + vi,J la de´composition de vi suivant
la somme orthogonale A = AJ ⊕AJ . Si J 6= I, alors vJi n’est pas borne´ : en effet il
existe ϕ ∈ J−I, et ϕ(vJi ) = ϕ(vi) tend vers +∞, car la suite vi est I-fondamentale.
Quitte a` extraire, on a donc que vJi tend vers un point v
J dans le bord a` l’infini de
AJ . Comme AJ agit cocompactement sur AJ , il existe bi ∈ AJ tel que vi,J − ν(bi)
reste borne´. Notons a′i = aib
−1
i , alors a
′
ix0 tend encore vers v. Comme AJ est
central dans GJ , on a que a
′
i.ri = ai.ri, qui converge vers r
′. On en de´duit que r′
fixe vJ (par le lemme 8). Comme ϕ(vJ ) ≥ 0 pour toutes les racines ϕ de J et qu’on
a ϕ(vJ ) > 0 pour au moins une racine ϕ de J (car vJ /∈ AJ), on a que le coˆne
R+vJ ⊕ AJ rencontre une facette ouverte CJ′ dominant strictement la facette CJ .
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Comme r′ fixe tous les points du bord a` l’infini de R+vJ + AJ , il fixe la facette a`
l’infini ∂∞CJ′ . Donc g
′ fixe e´galement ∂∞CJ′ (car UJ fixe ∂∞C). On voit de meˆme,
en remplac¸ant a′i par (a
′
i)
−1 que g fixe le bord a` l’infini de la facette oppose´e C−J′
(car (a′i)
−1x0 → −vJ ). Ce qui contredit l’hypothe`se “CJ maximale” faite ci-dessus,
car CJ′ domine strictement la facette CJ . On a donc en fait r
′
i = ri pour tout i (car
ai ∈ AJ central dans GJ ), d’ou` r′ = r. 
Preuve du the´ore`me 19. Comme les re´ductions d’une repre´sentation sont dans l’ad-
he´rence de son orbite (cf proposition 2) et qu’une repre´sentation comple`tement re´-
ductible est conjugue´e a` toutes ses re´ductions (cf proposition 16, point 1), il suffit
de voir le premier point. Quitte a` conjuguer ρ et ρ′, on peut supposer qu’il existe
une suite I-fondamentale (ai) dans A et une suite ρi dans R convergeant vers ρ
telles que ai · ρi converge vers ρ′ (lemme 20). Les points (1) et (2) de la proposition
21 permettent alors de conclure. 
4.2. Semisimplification et plus gros quotient se´pare´. Soient ρ et ρ′ dans R.
D’apre`s le the´ore`me 19, ρ et ρ′ sont G-voisines si et seulement si G · ρ ∩G · ρ′ 6= ∅.
On note dans ce cas ρ ∼ ρ′, et il est facile de voir que ∼ est alors une re-
lation d’e´quivalence. On note R//G = R/ ∼ l’espace topologique quotient, et
p : R −→ R//G la projection correspondante (qui passe au quotient en une ap-
plication continue surjective p : R/G −→ R//G).
The´ore`me 23. (1) Pour tout ρ de R, l’adhe´rence de G ·ρ contient une unique
orbite comple`tement re´ductible.
On note π : R −→ Xcr la projection G-invariante associe´e (semisimpli-
fication).
(2) L’application π est continue et induit un home´omorphisme de R//G sur
Xcr. En particulier, R//G (resp. Xcr) est le plus gros quotient se´pare´ de
R sous G (toute application continue G-invariante f de R vers un espace
se´pare´ factorise a` travers p (resp. π)).
Remarques. Le point 1 est prouve´ dans [Ric] pour K = R. Par ailleurs, un re´sultat
analogue, mais en remplac¸ant les orbites cr par les orbites ferme´es, et pour des
actions plus ge´ne´rales de groupes re´ductifs, est prouve´, pour K = R, dans [Luna]
et [RiSl], et plus ge´ne´ralement, pour K de caracte´ristique nulle ; dans [Bre, 5.4 et
5.11]. Il implique alors le re´sultat ci-dessus quand en utilisant que les orbites ferme´es
sont exactement les orbites comple`tement re´ductibles ([Ric] pour K = R, et, plus
ge´ne´ralement pour K de caracte´ristique nulle, on peut le de´duire de [Ric] et [Bre]).
De´monstration. Pour le point 1 : En projetant sur un sous-groupe de Levi corres-
pondant a` un point fixe de ρ dans ∂∞X de re´gularite´ maximale, on obtient bien
une repre´sentation comple`tement re´ductible adhe´rente a` l’orbite de ρ par la propo-
sition 16 et le corollaire 17. L’unicite´ a` conjugaison pre`s de´coule de la se´paration
des orbites cr (the´ore`me 19).
Pour le point 2, il s’agit essentiellement de montrer la continuite´ de π. Les argu-
ments suivants sont inspire´es par des ide´es de Maxime Wolff [Wolff, 2.2.6]. Comme
R et Xcr sont a` base de´nombrable et se´pare´s (the´ore`me 19), il suffit de montrer que,
si ρi tend vers ρ dans R, alors, quitte a` extraire, π(ρi) tend vers π(ρ). On peut tout
d’abord supposer ρ comple`tement re´ductible (quitte a` remplacer ρ par σ cr dans
G · ρ, et ρi par une suite extraite et conjugue´e qui converge vers σ). Si ρi n’a pas de
point fixe a` l’infini, et est donc comple`tement re´ductible, a` partir d’un certain rang,
on a que π(ρi) = G · ρi tend vers G · ρ = π(ρ) dans Rcr/G, ce qui conclut. Sinon,
quitte a` extraire, il existe pour tout i un point fixe a` l’infini αi de ρi, qu’on peut
choisir de re´gularite´ maximale et de type constant (c’est-a`-dire dans une orbite de
G fixe´e). Quitte a` extraire, on peut supposer que αi tend vers un point α de ∂∞X ,
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qui est alors fixe´ par ρ. Quitte a` remplacer ρi par un conjugue´ ki · ρi avec (ki)i une
suite dans le sous-groupe compact K = StabG(x0) convergeant vers 1G, on peut
supposer que αi est toujours e´gal a` α (en prenant ki tel que kiαi = α). Comme ρ
est comple`tement re´ductible, elle fixe un point β de ∂∞X oppose´ a` α. La compose´e
σi de ρi par la projection pαβ est alors une semisimplification de ρi (proposition 16
et corollaire 17), et tend vers pαβ ◦ ρ = ρ. On a donc que G · σi = π(ρi) tend vers
G · ρ = π(ρ) dans Rcr/G, ce qui conclut pour la continuite´ de π.
L’application π passe alors au quotient en π : R//G −→ Xcr continue, et on
ve´rifie aise´ment que la restriction de p : R/G −→ R//G a` Xcr en est un inverse. 
On inclut pour finir quelques proprie´te´s de R//G ayant un inte´reˆt propre.
Proposition 24. L’espace Xcr est localement compact et de´nombrable a` l’infini.
De´monstration. En effet l’image par π : R −→ Xcr de la trace sur Rcr d’une base
de´nombrable d’ouverts relativement compacts de R fournit une base de´nombrable
d’ouverts (car la restriction de π a` Rcr est ouverte et surjective) relativement com-
pacts (car π est continue sur R) de Xcr. 
Proposition 25. L’application “minimum de de´placement” λ : R −→ R+ est
continue, et passe au quotient en une fonction continue et propre sur R//G.
Remarque 26. Dans un espace CAT(0) quelconque, λ est semicontinue, mais elle
n’est pas continue en ge´ne´ral (par exemple, dans le cas du plan euclidien).
De´monstration. Montrons tout d’abord que λ passe au quotient. On a λ(π(ρ)) =
λ(ρ) par la proposition 16 (2)(car π(ρ) est une re´duction de ρ). Donc λ passe au
quotient en une fonction R//G −→ R+ qu’on notera aussi λ.
Montrons maintenant la continuite´ de λ sur R : soit (ρi)i∈N une suite dans R telle
que ρi → ρ. Alors λ(ρi) est borne´. Supposons (quitte a` extraire) que λ(ρi)→ ℓ. On
peut alors choisir une suite de conjugue´s ρ′i de ρi telle que ρ
′
i → ρ
′ avec λ(ρ′) = ℓ
(prop. 13, (2)). On a que π(ρ′i) → π(ρ
′) et π(ρi) → π(ρ) par continuite´ de π (thm
23), or π(ρ′i) = π(ρi) pour tout i, donc π(ρ) = π(ρ
′) (car Xcr se´pare´). On a vu
qu’alors λ(ρ) = λ(ρ′) = ℓ, ce qui conclut.
L’application quotient λ : R//G −→ R+ est donc continue. Montrons qu’elle est
propre. Soit D > 0. Comme G agit cocompactement sur X , il existe C ∈ R tel que
si λ(ρ) < D alors il existe g ∈ G tel que dg·ρ(x0) ≤ C. En particulier p(ρ) est alors
dans l’image par p continue du compact {ρ ∈ R, dρ(x0) ≤ C} de R, qui est un
compact de R//G, ce qui conclut. 
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